
Åù¼ îäíà âñòðå÷à ñî Ñôåðîé
(èñïðàâëåííàÿ âåðñèÿ 25.10.2015)

Îáîçíà÷åíèÿ äâèæåíèé ñôåðû è ïëîñêîñòè

Rϕ
A � ïîâîðîò íà óãîë ϕ âîêðóã òî÷êè A.

S` � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `.
Òîëüêî íà ïëîñêîñòè: T~v � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð ~v.
Òîëüêî íà ñôåðå: Z � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû (ïåðåâîäèò òî÷êó X â ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó eX).

Òåîðåìû Øàëÿ

Âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè åñòü èëè Rϕ
A, èëè T~v, èëè T~v ◦ S` = S` ◦T~v, ãäå ~v ‖ ` (ïðè ~v = ~0 ïîëó÷àåòñÿ S`).

Âñÿêîå äâèæåíèå ñôåðû åñòü èëè Rϕ
A, èëè Rϕ

A ◦ Z = Z ◦Rϕ
A.

Ïóñòü a � ïîëÿðà òî÷êè A, ò. å. ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A eA. Òîãäà Sa = R180◦
A ◦ Z (òàê Sa ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå,

ïðåäëàãàåìîì ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû) è, íàîáîðîò, Z = R180◦
A ◦Sa. Ñëåäîâàòåëüíî, Rϕ

A◦Z = Rϕ+180◦

A ◦Sa. Äâèæåíèå eRψ
A = Rψ

A◦Sa
ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì àíàëîãîì ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèè ïëîñêîñòè T~v ◦ S`. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ~v è ` çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì

ïîëÿðíîñòè A è a.

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñîîáðàæåíèé òåîðåìû Øàëÿ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëîâåñíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè åñòü èëè ïîâîðîò, èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, èëè ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ.

� Âñÿêîå äâèæåíèå ñôåðû åñòü ëèáî ïîâîðîò, ëèáî ñôåðè÷åñêèé àíàëîã ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèè.

Òîæäåñòâåííîå äâèæåíèå E åñòü R0◦
A äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A (íà ïëîñêîñòè òàêæå T~0).

Çàäà÷è

1. Íàéäèòå âñå äâèæåíèÿ X , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ:
à) X ◦ X = X ; á) X ◦ X = E; â) X ◦ X = Rϕ

A; ã) X ◦ X = S`; ä) X ◦ X = T~a; å) X ◦ X ◦ X = Z;
æ) X−1 ◦Rϕ

A ◦ X = Rϕ
B; ç) X−1 ◦ Sm ◦ X = Sn.

Ðåøèòå êàæäîå óðàâíåíèå îòäåëüíî íà ñôåðå (êðîìå ïóíêòà ¾ä¿) è íà ïëîñêîñòè (êðîìå ïóíêòà ¾å¿).

Â çàäà÷àõ 2, 3 è 4 ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 1. Òîãäà äëèíû îòðåçêîâ ðàâíû ðàäèàííûì ìåðàì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ öåíòðàëüíûõ óãëîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòðåçêè êàê óãëû è ïðèìåíÿòü ê íèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè.

2. Ïîëÿðíûé òðåóãîëüíèê. Íà ñôåðå äàí òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c è ïðîòèâîëåæàùèìè èì

óãëàìè α, β, γ ñîîòâåñòâåííî. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè π−α, π− β, π− γ è ïðîòèâîëåæà-

ùèìè èì óãëàìè π− a, π− b, π− c ñîîòâåòñòâåííî. Â êàêîì ñëó÷àå ýòîé öåëè óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíûé

òðåóãîëüíèê?

3. Ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå íà ñôåðå. Ïóñòü íà ñôåðå äàí òðåóãîëüíèê ñî

ñòîðîíàìè a, b, c, ìåíüøèìè π
2 , ïðîòèâ ñòîðîíû c ëåæèò ïðÿìîé óãîë, à ïðîòèâ ñòîðîíû a � îñòðûé

óãîë α. Äîêàæèòå, ÷òî à) cos α =
tg b

tg c
; á) sinα =

sin a

sin c
.

â) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ ñôåðè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû Ïèôàãîðà: cos c = cos a · cos b.

4. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü à) óãëû ðàâíîñòîðîííåãî; á) ñòîðîíû ðàâíîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà íà ñôåðå?

5. Â ñôåðè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå äâå ñòîðîíû èìåþò ôèêñèðîâàííóþ äëèíó � a è b ñîîòâåòñòâåí-

íî. Êàêîé äîëæíà áûòü òðåòüÿ ñòîðîíà, ÷òîáû âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ïðèíèìàëà

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå?

6. Íà ñôåðå ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ¾ïðÿìûõ¿ (áîëüøèõ îêðóæíîñòåé). Îíè îáðàçóþò 22 òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ, ïðè÷¼ì â 12 èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâå ¾ïðÿìûå¿, à â îñòàëüíûõ 10 � ïî òðè. Ñêîëüêî âñåãî

¾ïðÿìûõ¿ ïðîâåäåíî?


