
Âàæíàÿ ëåììà
Òåîðåìà î ñðåäíåé ëèíèè èçâåñòíà øêîëüíèêàì, íà÷èíàÿ ñ 8-ãî êëàññà, à âîò

óòâåðæäåíèå, î êîòîðîì ðå÷ü ïîéä¼ò íèæå, çà÷àñòóþ óñêîëüçàåò îò íèõ.
Âàæíàÿ ëåììà.Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,

H � åãî îðòîöåíòð, P � cåðåäèíà ñòîðîíû AC (ðèñ. 1). Òîãäà
BH = 2 ·OP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ñïîñîá.
Äîïîëíèì ðèñ.1, à èìåííî îòìåòèì òî÷êè K, L, M � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, BH,

CH ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2).

Çàìåòèì, ÷òîOK ⊥ AB, òàê êàêO � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ
(öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè), íî è CH ⊥ AB, ïîýòîìó CH||OK. Àíàëîãè÷íî
óáåæäàåìñÿ, ÷òî OP ||BH. Äàëåå, KP � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó
KP ||BC è KP = 1

2
BC. À LM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BHC, ñëåäîâàòåëüíî,

LM ||BC è LM = 1
2
BC. Ïîëó÷àåì, ÷òî ó òðåóãîëüíèêîâ KOP è MHL ñòîðîíû

ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, èõ óãëû ïîïàðíî ðàâíû(ïî÷åìó?). Íî KP =
1
2
BC = LM , ò. å. 4KOP = 4LMH. Ïîýòîìó OP = LH = 1

2
BH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé ñïîñîá.
Ïóñòü ïðÿìàÿ CO ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå Q(ðèñ. 3).



Çàìåòèì, ÷òî ∠QAP = 90◦, ò.ê. QC � äèàìåòð. Íî b OP ⊥ AC, ïîýòîìó QA||OP .
Ïîëó÷àåì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå CQA OP ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, ñëåäîâàòåëüíî,
OP = 1

2
AQ. Îòìåòèì, ÷òî ∠QBC = 90◦(ïî÷åìó?) è AH ⊥ BC, ïîýòîìó QB||AH.

C äðóãîé ñòîðîíû, BH ⊥ AC è AQ ⊥ AC, ò.å. AQ||BH. Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
AQBH � ïàðàëëåëîãðàìì, ò.å. AQ = BH. Èòàê, ïîëó÷àåì òàêóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ
OP = 1

2
AQ = 1

2
BH, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ áóêâàëüíî óñàïàíà ïàðàëëåëîãðàììàìè è
ñðåäíèìè ëèíèÿìè. Â îáîçíà÷åíèÿõ ðèñ. 2 äîêàæèòå òàêèå óòâåðæäåíèÿ.
Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê PL ðàâåí ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåãóîëüíèêà
ABC.
Óïðàæíåíèå 2. Òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå O îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ìåäèàíû BP ëåæèò íà
âûñîòå òðåóãîëüíèêà ABC.
Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò îòðåçîê PL â òî÷êå N. Òîãäà
à) NL = BL;
á) ∠HNB = 90◦.
Óïðàæíåíèå 4. Ïðÿìàÿ PL ïåðïåíäèêóëÿðíà êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå B.

Áîëåå òîãî, âàæíàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî äîêàçàòü òàêóþ èçâåñòíóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Îðòîöåíòð H, öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí G ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé Ýéëåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ OH ïåðåñåêàåò îòðåçîê BP â òî÷êå M(ðèñ.4).



Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêèOPG èHBG ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî,
BG
GP

= BH
OP

. Íî ïî âàæíîé ëåììå, ïîëó÷àåì, ÷òî BH
OP

= 2 ⇒ BG
GP

= 2. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà G ëåæèò íà ìåäèàíå BP è äåëèò å¼ â îòíîøåíèè 2:1, ñ÷èòàÿ
îò âåðøèíû, ïîýòîìó òî÷êà G ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
ABC, ò.å. G ≡ M .

Ïðÿìàÿ Ýéëåðà òåñíî ñâÿçàíà ñ äðóãîé æåì÷óæèíîé ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.
Òåîðåìà 2. Cåðåäèíû ñòîðîí, îñíîâàíèÿ âûñîò è ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ
âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ýòó îêðóæíîñòü íàçûâàþò îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê ëèáî îêðóæíîñòüþ
Ýéëåðà.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ, ÷òî òàêîå óòâåðæäåíèå äîëæíî äîêàçûâàòüñÿ î÷åíü
òðóäíî, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå ñîâñåì òàê. Ïóñòü A0, A1, A2 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ
AH, BC è îñíîâàíèÿ âûñîòû èç âåðøèíû A. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè B0, B1, B2

è C0, C1, C2 (ðèñ. 5).



Ïîêàæåì, ÷òî âñå óêàçàííûå äåâÿòü òî÷åê ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
B0B1. Çàìåòèì, ÷òî ∠B0B2B1 = 90◦, ïîýòîìó òî÷êà B2 ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè.

Â òðåóãîëüíèêåAHC îòðåçîêA0B1 ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, ïîýòîìóA0B1||CH(ðèñ.
6).

Â òðåóãîëüíèêåAHB A0B0 ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïîýòîìóA0B0||AB. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
CH ⊥ AB, ñëåäîâàòåëüíî, è ïàðàëëåëüíûå èì ïðÿìûå áóäóò âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
ò.å. ∠B1A0B0 = 90◦ ⇒ òî÷êà A0 òàêæå ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì B0B1.

Ïîõîæèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∠B1C1B0 = 90◦(ðèñ. 7).

Äåéñòâèòåëüíî, C1B1 � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêàABC, ïîýòîìó C1B1||CB,
à C1B0 � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà AHB, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî C1B0||AH.
Íî AH ⊥ BC, ñëåäîâàòåëüíî, è C1B1 ⊥ C1B0, ò.å. ∠B1C1B0 = 90◦ ⇒ òî÷êà C1 ëåæèò
íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì B0B1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî è ∠B1C2B0 = 90◦(ðèñ. 8).



Çàìåòèì, ÷òî C2B1 ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AC2C, ïðîâåä¼ííàÿ
ê ãèïîòåíóçå, ïîýòîìó ∠B1C2C = ∠C2CB1. Îáîçíà÷èì ýòè óãëû ÷åðåç α. Òîãäà èç
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CB2H íàéäåì, ÷òî ∠B2HC = 90◦ − α, íî ∠C2HB0 =
∠B2HC êàê âåðòèêàëüíûå, ò.å. ∠C2HB0 = 90◦ − α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, C2B0 �
ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàHC2B, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçåBH, ïîýòîìó
∠B0C2H = ∠C2HB0 = 90◦ − α. Cëåäîâàòåëüíî, ∠B1C2B0 = 90◦.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ òð¼õ òî÷åê C0,A1,A2 ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå äåâÿòü òî÷åê ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ

äèàìåòðîìB1B0, ò. å. öåíòðîì îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà
B0B1.

Ïóñòü ïðÿìàÿ OH ïåðåñåêàåò îòðåçîê B1B0 â òî÷êå O9(ðèñ. 9).

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî âàæíîé ëåììå OB1 = HB0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∠OO9B1 =
∠B0O9H(âåðòèêàëüíûå) è ∠O9OB1 = ∠O9HB0(íàêðåñò ëåæàøèå óãëû ). Ñëåäîâàòåëüíî,
4OO9B1 = 4HO9B0 ⇒ B0O9 = B1O9. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîêàçàëè, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷êå ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà è ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îðòîöåíòð è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè!

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà äðóãèå ëþáîïûòíûå ñëåäñòâèÿ èç âàæíîé ëåììû.



Çàäà÷à 1. Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Hc � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
ABD, Hb � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ACD. Äîêàæèòå, ÷òî BC = HbHc(ðèñ. 10).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íå èìååò îòíîøåíèÿ ê âàæíîé ëåììå,
íî ñòîèòü îòìåòèòü öåíòð îêðóæíîñòè(òî÷êà O) è ñåðåäèíó ñòîðîíû AD(òî÷êà P )
, êàê ñðàçó æå âñ¼ ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì(ðèñ.11).

Â ñàìîì äåëå, ïî âàæíîé ëåììå äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD çàêëþ÷àåì, ÷òî BHc =
2·OP . À èç òðåóãîëüíèêà ACD îïÿòü æå ïî âàæíîé ëåììå íàéä¼ì, ÷òî CHb = 2·OP .
Ñëåäîâàòåëüíî, BHc = CHb, íî âåäü BHc ⊥ AD è CHb ⊥ AD, ò.å. ÷åòûð¼õóãîëüíèê
BCHbHc � ïàðàëëåëîãðàììà, îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü îïðåäåëèì åù¼ è òî÷êè Ha, Hd. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå AHa,
BHb, CHc, DHd ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñ. 12)!



Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ íà óäèâëåíèå ïðîñòî. Â ðåøåíèè çàäà÷è 1 ìû äîêàçàëè,
÷òî BCHbHc � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó îòðåçêè BHb è CHc òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïàðà èç íàøèõ
îòðåçêîâ äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì, ïîýòîìó âñå ÷åòûðå îòðåçêà èìåþò
îáùóþ ñåðåäèíó.

Òî÷êó H ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ áóäåì íàçûâàòü îðòîöåíòðîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.
Òàêèì îáðàçîì îðòîöåíòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé êàæäîãî
èç îòðåçêîâ AHa, BHb, CHc è DHd.

Ïóñòü L � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD(ðèñ. 13).

Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ LH (H � îðòîöåíòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà). Êàê ìû âûÿñíèëè
âûøå, H � ñåðåäèíà îòðåçêà CHc, ò.å. LH � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà BCHc

⇒ LH||BHc, íî BHc ⊥ AD, ïîýòîìó LH ⊥ AD. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðïåíäèêóëÿð,
îïóùåííûé èç ñåðåäèíû L ñòîðîíû BC íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó AD, ïðîõîäèò
÷åðåç îðòîöåíòð H ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
âåðíî è äëÿ ñåðåäèí äðóãèõ ñòîðîí. Ïîëó÷àåì, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå � îðòîöåíòðå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà(ðèñ. 14)!

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò òåîðåìîé Ìîíæà.



Ìåäèàíó ÷åòûð¼õóãîëüíèêà îïðåäåëèì êàê îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí. Â òðåóãîëüíèêå òðè ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, à äëÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
èìååòñÿ òàêîé àíàëîã.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü K, L, M , N , E, F ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, BC, CD, AD, AC è
BD ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îòðåçêè KM , LN , EF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå(ðèñ.
15).

Äîêàçàòåëüñòâî îïÿòü-òàêè èñïîëüçóåò ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà. Çàìåòèì,
÷òî KE � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó KE = 1

2
BC è KE||BC.

Àíàëîãè÷íî èç òðåóãîëüíèêà BCD íàéä¼ì, ÷òî FM = 1
2
BC è FM ||BC. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê KFME ïàðàëëåëîãðàìì. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòðåçêèKM è EF èìåþò îáùóþ ñåðåäèíó. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû
îòðåçêîâ EF è LN ñîâïàäàþò. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òðè îòðåçêà KM , LN , EF
èìåþò îáùóþ ñåðåäèíó G, ò.å. îíè ïåðåñåêàþòñÿ è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ
ïîïîëàì. Òî÷êó G áóäåì íàçûâàòü öåíòðîèäîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.



Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3 (ïðÿìàÿ Ýéëåðà âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà). Öåíòðîèä G,
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O è îðòîöåíòð H âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ðèñ. 16).

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ñõîäíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Ìîíæà. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü N , L � ñåðåäèíû ñòîðîí AD, BC ñîîòâåòñòâåííî, à Hc � îðòîöåíòð
òðåóãîëüíèêà ABD(ðèñ. 17).

Êàê ìû âûÿñíèëè ïðè äîêàçàòåëüñâòâå òåîðåìû Ìîíæà, LH = 1
2
BHc è LH||BHc.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âàæíîé ëåììå äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD ïîëó÷àåì, ÷òî BHc =
1
2
ON , íî âåäüON ||BHc. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûð¼õóãîëüíèêOLHN � ïàðàëëåëîãðàìì,



ïîýòîìó ïðÿìàÿ OH ñîäåðæèò ñåðåäèíó NL. Íî ÷óòü âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî
öåíòðîèä G ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà LN(ðèñ. 16)! Îòêóäà
è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè O, G, H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
òî÷êà G � ñåðåäèíà îòðåçêà OH.

Ìû îáîáùèëè ïðÿìóþ Ýéëåðà, à ìîæíî ëè êàê-òî îáîáùèòü îêðóæíîñòü äåâÿòè
òî÷åê?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD âåðåí òàêîé ôàêò.

Òåîðåìà 4 (Îêðóæíîñòü Ýéëåðà âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà). Öåíòðû
Od, Oa, Ob, Oc îêðóæíîñòåé äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA, DAB
ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè(ðèñ. 18).

Ïóñòü Hc, Hd � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABD, ACD ñîîòâåòñòâåííî, à X, Y �
ñåðåäèíû îòðåçêîâBHc, CHb ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ìû âûÿñíèëè âûøå â äîêàçàòåëüñòâå
îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê äëÿ òðåóãîëüíèêà, Oc, Ob � cåðåäèíû îòðåçêà XN , Y N
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå N � ñåðåäèíà ñòîðîíû AD(ðèñ. 19).



Ìû çíàåì, ÷òî BCHbHc ïàðàëëåëîãðàìì, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî XY � îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, ïîýòîìóXY ||BC.
C äðóãîé ñòîðîíû, â òðåóãîëüíèêå XNY îòðåçîê ObOc ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé,
ïîýòîìó OcOb||XY Cëåäîâàòåëüíî, OcOb||BC, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè âåðíû
è äëÿ äðóãèõ ïàð ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ABCD è OaObOcOd, ò.å. ïîëó÷àåì,
÷òî ó ýòèõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, è
óãëû ìåæäó ñîîòâåòñâóþùèìè ñòîðîíàìè ðàâíû. Íî ðàç â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD
∠B + ∠D = 180◦, òîãäà è ∠Ob + ∠Od = 180◦(ðèñ. 20).

Îòêóäà è ñëåäóåò âïèñàííîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà OaObOcOd.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ÷åòûðå îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå(ðèñ. 18)! Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî XN = R = Y N , ãäå R �
ðàäèóñ îêðóæíîñòè îïèñàííîé âîêðóã ÷åòûð¼õóãîüëíèêà ABCD, ò.å. òðåóãîëüíèê
XNY � ðàâíîáåäðåííûé(ðèñ. 21).



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû âûÿñíèëè âûøå, îðòîöåíòð H ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ABCD ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì(òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé) ïàðàëëåëîãðàììàBCHbHc.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòðåçîê XY ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
ïàðàëëåëîãðàììà BCHbHc, ò.å. ÷åðåç òî÷êó H, ïðè ýòîì XH = HY . Òàêèì îáðàçîì,
NH ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå XNY , ïîýòîìó ∠XHN =
90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êàH ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîìXN , ò.å. íà îêðóæíîñòè
äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABD. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êàH ëåæèò è
íà òð¼õ îñòàâøèõñÿ îêðóæíîñòÿõ äåâÿòè òî÷åê. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îêðóæíîñòè
äåâÿòè òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ â îðòîöåíòðå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà!

Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA,
DAB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå äëÿ ëþáîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, à íå òîëüêî
äëÿ âïèñàííîãî!

Òåîðåìà 5. Îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA, DAB
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. 1

1Â 2003 ãîäó ýòî óòâåðæäåíèå ïðåäëàãàëîñü äîêàçàòü ó÷àñòíèêàì ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû
ãîðîäà Ñàíêò-Ïåòåðáóðã.



ÏóñòüK,L,M,N,E, F � ñåðåäèíû îòðåçêîâAB,BC, CD,DA,AC èBD ñîîòâåòñòâåííî(ðèñ.
22). Òîãäà îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD � ýòî ïðîñòî îêðóæíîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êèK,N , F (ñåðåäèíû ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà), àíàëîãè÷íî
îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê äëÿ òðåóãîëüíèêà ACD � îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã
òðåóãîëüíèêà NEM . Ïóñòü ýòè äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Çàìåòèì,
÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèêKFDN � ïàðàëëåëîãðàìì(ïî÷åìó?), ïîýòîìó ∠NKF = ∠NDF .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∠NKF = ∠NPF , ò.ê. îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó NF . Ïîëó÷àåì,
÷òî ∠NDF = ∠NPF . Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ∠NDM =
∠NPM . Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê LMDF òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì
(ïî÷åìó?), ïîýòîìó ∠FLM = ∠FDM . Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïðèõîäèì ê òàêîé
öåïî÷êå:

∠FPM = ∠NPM−∠NPF = ∠NDM−∠NKF = ∠NDM−∠NDF = ∠FDM = ∠FLM.

Íî ðàâåíñòâî ∠FPM = ∠FLM îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè F , P , L, M ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè, ò.å. òî÷êà P ëåæèò íà îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà
BCD. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà P ëåæèò è íà îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê
òðåóãîëüíèêà ABC. Òàêèì îáðàçîì íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïîëó÷åííóþ
òî÷êó P íàçûâàþò òî÷êîé Ïîíñåëå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD.

Ïîñëå ýòîãî âîçíèêàåò âîïðîñ: à ìîæíî ëè îáîáùèòü ïðÿìóþ Ýéëåðà íà ñëó÷àé
íåâïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà? Ïðè îïðåäåëåíèè îðòîöåíòðà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ìû èñïîëüçîâàëè âàæíóþ ëåììó, ò.å. òî ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí, äà è êàêîé
àíàëîã öåíòðó îïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî ïðèäóìàòü äëÿ ïðîèâçîëüíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà?
Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñòü òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6 (À. Ã. Ìÿêèøåâ). Ïóñòü R � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ABCD, G � öåíòðîèä ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, H
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ARD è
BRC, ARB è CRD. Òîãäà G � ñåðåäèíà OH. 2

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, öåíòðîèä G ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé
îòðåçêà FE , E è F � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD ñîîòâåòñòâåííî(ðèñ. 23).

2Ýòà çàäà÷à ïðåäëàãàëàñü â 2005 ãîäó ó÷àñòíèêàì ôèíàëüíîãî òóðà ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû
èì. È. Ô. Øàðûãèíà.



Äàëåå, ÷åòûð¼õóãîëüíèêH1H2H3H4 ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, ò.ê. åãî ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó òî÷êà H ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà
H2H4. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî îòðåçêè H2H4 è AC çàêëþ÷åíû ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè AH2 è CH4, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ HE, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ýòèõ
îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì AH2 è CH4 (ýòî ñëåäóåò èç òåîåðìû î ñðåäíåé
ëèíèè). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òîHE||CH4, íî CH4||OF (ïî÷åìó?), cëåäîâàòåëüíî,
HE||OF . Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî èHF ||EO. Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê
HEOF � ïàðàëëåëîãðàìì, à ðàç òî÷êà G � cåðåäèíà îäíîé åãî äèàãîíàëè EF , òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé è äðóãîé åãî äèàãîíàëè HO, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷è
Çàäà÷à 3 (Êóáîê Êîëìîãîðîâà. 2005 ãîä.). Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî íåðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC
è AH ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé MN ñ áèññåêòðèñàìè âíåøíåãî è âíóòðåííåãî óãëîâ ïðè âåðøèíå A ðàâíî
AH.


