
Îò ïðÿìîé Ñèìñîíà äî òåîðåìû Äðîç-Ôàðíè

Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ áóêâàëüíî óñûïàíà êðàñèâûìè æåì÷óæèíàìè, êîòîðûå äîñòàâëÿþò îãðîìíîå
óäîâîëüñòâèå òåì, êòî èìè ëþáóåòñÿ. Òåì ïîðàçèòåëüíåå òîò ôàêò, ÷òî è ñàìè ïî ñåáå ýòè øåäåâðû
ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
øåäåâðîâ.

Ïðÿìàÿ Óîëëåñà-Ñèìñîíà

Íà÷í¼ì ìû íàø òóð ñ çàìå÷àòåëüíîé ïðÿìîé Ñèìñîíà.1

Îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè P îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà íà åãî
ñòîðîíû èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.(ðèñ. 1)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ∠B1C1A = ∠BC1A1, òî íàøå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî. Â äîêàçàòåëüñòâå
âî âñåé êðàñå ïîêàçûâàåò ñåáÿ ìåòîä ¾âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñòè¿. ×òî ýòî çíà÷èò?!(ðèñ.2)

Êðàòêîñòè ðàäè ââ¼äåì îáîçíà÷åíèÿ: ∠B1C1A = α
è ∠BC1A1 = β. Òî÷êè B1, C1, A è S ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AS(ïî÷åìó?). Ñëåäîâàòåëüíî,
∠B1C1A = ∠B1SA = α (òàê êàê îáà ýòèõ óãëà ¾ñìîò-
ðÿò¿ íà äóãó B1A). Òîãäà èç òðåóãîëüíèêà B1SA çàìå-
òèì, ÷òî ∠B1AS = 90◦ − α. ×åòûð¼õóãîëüíèê CASB
âïèñàí â îêðóæíîñòü, ïîýòîìó ∠CAS + ∠CBS = 180◦
2 =⇒ ∠SBC = 90◦ + α ⇒ ∠SBA1 = 90 − α. Êàê è
âûøå, èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà SBA1 íàõîäèì,
÷òî ∠BSA1 = α. Îñòàëîñü ëèøü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè
C1, B,A1 è S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
BS. Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ ∠BSA1 = ∠A1C1B
(îáà ¾ñìîòðÿò¿ íà äóãó BA1). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè,
÷òî α = β.

Íàì óäàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó!

1Îòêðûòèå ýòîé ïðÿìîé äîëãî ïðèïèñûâàëîñü Ðîáåðòó Ñèìñîíó, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà áûëà îòêðûòà ëèøü â 1797

ã. Âèëüÿìîì Óîëëåñîì. Ïîýòîìó íàèáîëåå ñïðàâåäëèâîå íàçâàíèå ïðÿìàÿ Óîëëåñà, õîòÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ

íàçâàíèå ïðÿìàÿ Ñèìñîíà.
2Ñåé ôàêò øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòüþ.



Óïð. �1. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è N . ×åðåç òî÷êè M è N ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå

îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B, C è D ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AC||BD.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Åñëè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç íåêîòîðîé òî÷êè S íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà

èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî òî÷êà S ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà.

Óïð. �2. Äîêàæèòå ýòî.

Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà îáëàäàåò ìíîãèìè óäèâèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Îêàçûâàåòñÿ, êðîìå óêàçàííûõ
ïîòðÿñàþùèõ ñâîéñòâ, ñóùåñòâóåò îáîùåíèå ïðÿìîé Ñèìñîíà.

Ïðîåêöèè òî÷êè P îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD íà ïðÿìûå Ñèìñîíà òðå-
óãîëüíèêîâ BCD,CDA,DAB è BAC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ Ñèìñîíà âïèñàííîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1, C1 è D1 ïðîåêöèè òî÷-
êè P íà ïðÿìûå AB,AC è AD(ðèñ. 3). Îïÿòü
æå çàìå÷àåì, ÷òî òî÷êè A, B1, P, C1 è D1

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
AP . C äðóãîé ñòîðîíû, âñïîìíèâ îïðåäåëå-
íèå ïðÿìîé Ñèìñîíà äëÿ òðåóãîëüíèêà, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ïðÿìûå B1C1, C1D1 è D1B1 ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðÿìûìè Ñèìñîíà òî÷êè P îòíîñè-
òåëüíî òðåóãîëüíèêîâ ABC,ACD è ADB ñî-
îòâåòñòâåííî. Òåïåðü æå ïîñëåäíåå óñèëèå.
Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè òî÷êè P íà ïðÿìûå
Ñèìñîíà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé � ïðÿìîé Ñèìñîíà òðåóãîëüíèêà
B1C1D1. Òî÷íî òàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà
îäíîé ïðÿìîé ëåæèò ëþáàÿ òðîéêà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå îíè ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ëþáîâü ê îáîáùåíèÿì ïðèâåëà èññëåäî-
âàòåëåé ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè ìîæíî îïðå-
äåëèòü ïðÿìóþ Ñèìñîíà âïèñàííîãî n-
óãîëüíèêà êàê ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ ïðîåê-
öèè òî÷êè P íà ïðÿìûå Ñèìñîíà âñåõ
(n − 1)-óãîëüíèêîâ, ïîëó÷åííûõ âûáðàñûâàíèåì îäíîé èç âåðøèí n-óãîëüíèêà.

Òàê, íàïðèìåð, òîëüêî ÷òî ìû ðàçîáðàëèñü ñ ïðÿìîé Ñèìñîíà äëÿ ÷åòûð¼õóãîëüííèêà. Òåïåðü äëÿ
ïðèìåðà ðàçáåð¼ì ïðÿìóþ Ñèìñîíà äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà. Èòàê, ïóñòü åñòü ïÿòèóãîëüíèê A1A2A3A4A5.
Ñíà÷àëà ¾âûáðàñûâàåì¿ âåðøèíó A1, òîãäà îñòàíåòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèê A2A3A4A5, à äëÿ íåãî ïðÿìàÿ
Ñèìñîíà óæå îïðåäåëåíà. Àíàëîãè÷íî âîçíèêàþò åù¼ ïÿòü ïðÿìûõ Ñèìñîíà(ïî î÷åðåäè âûáðàñûâàåì
âåðøèíû A2, A3, A4, A5). Òàê âîò, ïðîåêöèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P îïèñàííîé îêðóæíîñòè íà ýòè ïÿòü
ïðÿìûõ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-óãîëüíèêà.

Óïð. �3. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà.

Ñ ïðÿìîé Ñèìñîíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà äðóãàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ïðÿìàÿ � ïðÿìàÿ Øòåé-
íåðà.

Òî÷êó R îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñòî-
ðîí òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì òðè òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé Øòåéíåðà òî÷êè R îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.



Äëÿ íà÷àëà ïîéì¼ì, ïî÷åìó æå ýòè òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé (ðèñ. 4). Òî÷êè B1, C1, A1

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, èáî ýòî ïðÿìàÿ Ñèìñîíà. Òî÷êè æå RB, RC , RA íàõîäÿòñÿ îò òî÷êè R â äâà
ðàçà äàëüøå, ÷åì òî÷êè B1, C1, A1, ïîýòîìó îíè òîæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

×åì æå çàìå÷àòåëüíà ïðÿìàÿ Øòåéíåðà?
Ïðÿìàÿ Øòåéíåðà ïðîõîäèò ÷åðåç îðòîöåíòð (òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) òðåóãîëüíèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü óæå ñîâñåì ïðîñòî íå ïîëó÷èòñÿ, íóæíû çíàòü íåêîòîðûå ¾õèòðîñòè¿. Èòàê,

ïóñòü ïðÿìàÿ Øòåéíåðà òî÷êè R îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò âûñîòó CD â òî÷êå
H(ðèñ. 5). Íàøà öåëü ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà H åñòü îðòîöåíòð. Êàê ýòî ñäåëàòü, ñðàçó íå ðàçãëÿäåòü.
Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îðòîöåíòð îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì-ïðèçíàêîì.

Åñëè îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà îòðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñòîðîíî òðåóãîëüíèêà, òî
ïîëó÷åííûå òî÷êè ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∠ACB + ∠AQB = 180◦. 3 Íî ∠CB1H + ∠CA1H =
90◦ + 90◦ = 180◦ ⇒ ∠B1CA1 + ∠A1HB1 = 180◦ ⇒ ∠B1CA1 + ∠AHB = 180◦(∠B1HA1 = ∠B1CA1). À
âîò òî÷êó Q ìû ïîëó÷àëè â ðåçóëüòàòå ñèììåòðè÷íîãî îòðàæåíèÿ òî÷êè H, ñëåäîâàòåëüíî, ∠AHB =
∠AQB, à ïîýòîìó ∠ACB + ∠AQB = 180◦.

Óïð.�4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàííûé ôàêò ñûãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå.

3Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ òàêèì óòâåðæäåíèåì:Âîêðóã ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà âåëè÷èí åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦.



Âñïîìíèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñèìñîíà(ñàìîé ïåðâîé) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëü-
íèê RC1A1B âïèñàííûé, òî åñòü ∠A1BR + ∠A1C1R = 180◦, íî ∠A1C1R + ∠B1C1R = 180◦(ñìåæíûå
óãëû) ⇒ ∠B1C1R = ∠A1BR. Òåïåðü âèäèì, ÷òî ∠CER = ∠CBR, èáî îáà óãëà îïèðàþòñÿ íà äóãó
CR. Îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî óãëîâ ∠CER = ∠B1C1R, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãîâîðèò î ïàðàëëåëüíî-
ñòè ïðÿìûõ CE||B1C1. Îäíàêî æå, ïîíÿòíî, ÷òî ïðÿìûå Øòåéíåðà è Ñèìñîíà ïàðàëëåëüíû, òî åñòü
HRC ||B1C1.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ÷åòûð¼õóãîëüíèê CERQ(ðèñ. 7). Âî-ïåðâûõ,
ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé, èáî
CD ⊥ DC1, ER ⊥ DC1. Âî-âòîðûõ, ðàç ýòà òðàïåöèÿ âïèñàíà â
îêðóæíîñòü, òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ, òî åñòü CE = QR. Ñåé÷àñ æå âè-
äèì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê HRCE ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òàê
êàê CH||ERC , CE||HRC , ñëåäîâàòåëüíî, CE = HRC , ïîýòîìó ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê HRCRQ � ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Âñïîìíèâ æå, ÷òî C1 �
ñåðåäèíà îòðåçêà RCR(òàê ìû îïðåäåëÿëè òî÷êó RC) è DC1 ⊥ RRC ,
íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî HD = DQ. 4 Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ¾ñâîéñòâî-
ïðèçíàê¿ äëÿ îðòîöåíòðà, ïîëó÷èì ÷òî òî÷êà H ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì
òðåóãîëüíèêà ABC.

4Ïîñìîòðèì íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà ∆HRCC1 = ∆QRC1(HRC = QR,RCC1 = C1R, ∠HRCC1 = ∠QRC1) ⇒
HC1 = QC1 ⇒ ∆HC1Q � ðàâíîáåäðåííûé, ñëåäîâàòåëüíî HC1 = C1Q.



Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ïðèâåä¼ííîãî ðàññóæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü òî÷êà R ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêà ABC, H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà
òî÷êè R äåëèò îòðåçîê RH ïîïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ Ñèìñîíà òî÷êè R (C1K íà ðèñ. 8) ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé HRC . Ñòàëî
áûòü, ãëÿäÿ íà òðåóãîëüíèê RCHR, ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè ïîëó÷èì,
÷òî HK = KR.

Ñëåäñòâèå 2. Òðè ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå ïðÿìîé Øòåéíåðà òî÷êè D
îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D.

Óïð. �6. Äîêàæèòå ýòîò ôàêò.

Èç âòîðîãî ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëüíè-
êà ïðîâåñòè ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, òî ïðÿìûå, åé ñèììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå, ëåæàùåé
íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà.

Òî÷êà Ìèêåëÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè ìû ìîãëè óáåäèòüñÿ, ÷òî âïèñàííûå óãëû ïîðîé ïðèíîñÿò îãðîìíóþ ïîëüçó. Òàêæå
âåñüìà ïîëåçíû îíè â ñëåäóþùåì ñþæåòå. Èòàê, ïóñòü äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå, îáðàçóþùèå ÷åòûðå
òðåóãîëüíèêà.

Îïèñàííûå îêðóæíîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó, êîòîðóþ íàçûâàþò òî÷êîé
Ìèêåëÿ (ðèñ. 9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BEC è CDF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå M(ðèñ. 10). Ïîêàæåì, ÷òî ýòà æå òî÷êà M ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AED,
ò.å. ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê AEMD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì. Äëÿ ýòîãî îïÿòü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
∠EAD+∠EMD = 180◦. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà BEMC çàêëþ÷àåì, ÷òî ∠EMC+∠EBC =
180◦ ⇒ ∠ABC = ∠EMC (âåäü ∠EBC + ∠ABC = 180◦). Ïîñìîòðåâ æå íà âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëü-
íèê MCDF , âèäèì, ÷òî ∠CMD = ∠CFD (îïèðàþòñÿ íà äóãó CD). Çíà÷èò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
öåïî÷êà ðàâåíñòâ: ∠EAD + ∠EMD = ∠BAF + ∠EMC + ∠CMD = ∠BAF + ∠ABF + ∠AFB = 180◦,
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà òåîðåìó î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABF . Àíîëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABF ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M . Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Êàê è ïðÿìàÿ Ñèìñîíà, òî÷êà Ìèêåëÿ îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.



Ðîäñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà.Åñëè íà êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà îòìåòèòü ïî
îäíîé òî÷êå è ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà è îòìå÷åííûå
òî÷êè íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ ïðîâåñòè îêðóæíîñòè, òî òðè ýòè
îêðóæíîñòè ïåðåñåêóòñÿ â îäíîé òî÷êå(ðèñ. 11) .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæåå íà òî, êîòîðîå ìû âèäåëè òîëüêî ÷òî,
íóæíî ñîâåðøèòü ¾êðóèç ïî óãëàì¿. Ïóñòü îïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ AKF è BKPL ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Êàê è âû-
øå, ïîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã òðåóãîëüíèêà FCL,
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P , äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàâåíñòâî
∠FCL+∠FPL = 180◦. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ è ñâîéñòâ
ñìåæíûõ óãëîâ ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ: ∠AKP + ∠AFP =
180◦ ⇒ ∠AKP = ∠PFC. Àíîëîãè÷íî, ∠BKP + ∠BLP = 180◦ ⇒
∠BKP = ∠PLC, íî ∠AKP + ∠BKP = 180◦, à çíà÷èò, è ðàâíûå èì
óãëû òàêæå äàþò â ñóììå 180◦.

Òåîðåìà Äðîç-Ôàðíè

Â 1899 ãîäó Àðíîëüä Äðîç-Ôàðíè îïóáëèêîâàë áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ çàìå÷àòåëüíóþ
Òåîðåìó. Ïóñòü äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëü-

íèêà, âûñåêàþò íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, òðè îòðåçêà. Ñåðåäèíû ýòèõ òð¼õ
îòðåçêîâ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé(ðèñ. 12).

Îêàçûâåòñÿ ôàêòû, èçëîæåííûå âûøå ÷óäåñíûì îáðàçîì, ïåðåïëåòàþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé
æåì÷óæèíû ãåîìåòðèè.



Äîêàçàòåëüñòâî. Îòðàçèì îðòîöåíòð H îòíîñèòåëüíî
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷åííûå òî÷êè îáîçíà÷èì Ha, Hb

è Hc(íà ðèñ. 13 òî÷êà Hc íå èçîáðàæåíà). Äàëåå, ïîñòðîèì
íà îòðåçêàõ A1A2,B1B2 è C1C2, êàê íà äèàìåòðàõ, îêðóæ-
íîñòè. Íàçîâ¼ì èõ Ca, Cb, Cc. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà H ïî-
ïàäàåò íà âñå ýòè òðè îêðóæíîñòè(ïî÷åìó òàê?). Òî÷êè
æå Ma, Mb è Mc ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé,
ò.ê. îíè ñåðåäèíû äèàìåòðîâ. Ê òîìó æå òî÷êè Ha, Hb

è Hc ëåæàò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëü-
íèêà ABC (¾ñâîéñòâî-ïðèçíàê¿ äëÿ îðòîöåíòðà). Ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ �2 â ñþæåòå î ïðÿìîé Øòåéíåðà(ñìîòðèòå
÷óòü âûøå) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìûå B1Hb è A1Ha ïåðåñåêà-
þòñÿ íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, îáî-
çíà÷èì å¼ N . Îñòàëîñü ïîñëåäíåå óñèëåå, ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèê B1NA1 è òî÷êè Hb, H,Ha, êîòîðûå ëåæàò íà åãî
ñòîðîíàõ(ïðîäîëæåíèÿõ).

Ïðèìåíèâ äëÿ íåãî ëåììó èç ïðåäûäóùåé ÷àñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíè-
êà ABC, îêðóæíîñòè Ca,Cb ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå M . Àíîëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî è îêðóæíîñòü Cc

ïðîõîäèò ÷åðåç òóæå ñàìóþ òî÷êó M ! Cóììèðóþ âñ¼, ïîëó÷èì ÷òî òðè îêðóæíîñòè Ca, Cb, Cc ïåðåñåêà-



þòñÿ â äâóõ îáùèõ òî÷êàõ M è H(ðèñ. 14). Íî öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê õîðäå îêðóæíîñòè MH. Òåì ñàìûì, âñå òðè òî÷êè Ma,Mb,Mc ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.



Çàäà÷è.

Â çàêëþ÷åíèè íàøåãî ïîâåñòâîâàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ çàäà÷è î ïðÿìîé Ñèìñíîà è òî÷êè Ìèêåëÿ,
íåêîòîðûå èç íèõ ñ÷èòàþòñÿ êëàññèêîé, äðóãèå ìåíåå èçâåñòíû.

Çàäà÷à 1. Òî÷êè A,B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷êà P � âíå ýòîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû
îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABP,BCP,ACP è òî÷êà P ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD è èç òî÷êè D îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû
DB1 è DC1 íà ïðÿìûå AC è AB; òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé B1C1, ïðè÷¼ì DM ⊥ BC. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà M ëåæèò íà ìåäèàíå AA1.

Çàäà÷à 3. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü; la� ïðÿìàÿ Ñèìñîíà òî÷êè A îòíîñèòåëüíî
òðåóãîëüíèêà BCD, ïðÿìûå lb, lc è ld îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàäà÷à 4. Òî÷êà P äâèæåòñÿ ïî îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì
ïðÿìàÿ Ñèìñîíà òî÷êè P îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë, ðàâíûé ïîëîâèíå
óãëîâîé âåëè÷èíû äóãè, ïðîéäåííîé òî÷êîé P .

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå Ñèìñîíà äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ïåðïåíäèêóëÿðíû, à èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà îêðóæíîñòè äå-
âÿòè òî÷åê. 5

Çàäà÷à 6. Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà òî÷êè P , ëåæàùåé íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïðÿìûì, ñèììåòðè÷íûì ïðÿìûì PA,PB, PC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ A,B,C
òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 7 (ÌÌÎ 2006 ã. Àêîïÿí.). Äàí òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êè P è Q, ëåæàùèå íà åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Òî÷êó P îòðàçèëè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC è ïîëó÷èëè òî÷êó Pa. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ QPa è BC îáîçíà÷èì A1. Òî÷êè B1 è C1 ñòðîÿòñÿ àíîëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, B1 è
C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 8. ×åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ìèêåëÿ.

Çàäà÷à 9. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB,BC è CA òðåóãîëüíèêà(èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) â òî÷êàõ
C1, B1 è A1; O,Oa, Ob è Oc � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC,AB1C1, A1BC1 è
A1B1C; H,Ha, Hb è Hc � îðòîöåíòðû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) ∆OaObOc ∼ ∆ABC.

á) ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì OH,OaHa, ObHb è OcHc ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàäà÷à 10. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Ìèêåëÿ äëÿ ïðÿìûõ, ñîäåð-
æàùèõ åãî ñòîðîíû, ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí. 6

Çàäà÷à 11. Òî÷êè A,B,C è D ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå E, à îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AEC è BED ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ E è P .
Äîêàæèòå, ÷òî:

à) òî÷êè A,D, P è O ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè;

á) ∠EPO = 90◦.

Çàäà÷à 12. Äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷êè Ìèêåëÿ íà ýòè ïðÿìûå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 13. Â òåêñòå ìû ãîâîðèëè îá îáîáùåíèè ïðÿìîé Ñèìñîíà. Ïðèäóìàéòå îáîáùåíèå òî÷êè
Ìèêåëÿ.

5Îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê íàçûâàþ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì îíà

ïðîõîäèò ÷åðåç îñíîâàíèÿ âûñîò, à òàêæå ÷åðåç ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ îðòîöåíòðîì,

èòîãî 9 òî÷åê.
6Ñðàâíèòå ýòó çàäà÷ó ñ ëåììîé èç òåêñòà.
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